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一维更键反铁磁链的孤子激发

汪　森，陈　浩，王瑞强
（华南师范大学物理与电信工程学院，广东 广州 ５１０００６）

摘　要：研究了一维更键海森伯反铁磁链的孤子激发问题。在该反铁磁链模型的哈密顿量中，考虑了格点间的
最近邻及次近邻相互作用、ＤｚｙａｌｏｓｈｉｎｓｋｉｉＭｏｒｉｙａ相互作用和恒定外磁场的影响。利用ＨｏｌｓｔａｉｎＰｒｉｍａｋｏｆｆ变换、多
重尺度方法，得到了系统不考虑非线性项时自旋波的频率ω和考虑非线性项时两套格子所对应的两个亮孤子解。
在此基础上，讨论了波数ｋ、更键强度ｍ（即最近邻交换作用比值 Ｊ′１／Ｊ１）对 ω和孤子峰值、宽度、能量的影
响。研究表明：ω可以分为光学支ω＋和声学支ω－，在ｋｂ＝０，±２π附近 （ｂ为最近邻元胞间距），ω并不存在；声
学支ω－有对应的亮孤子解，光学支则没有；Ｊ１一定时，ｍ越小，ω两分支间间隙越小；参数相同时，两个亮孤子
解的孤子峰宽、相速、群速、能量量子相同，包络振幅和相位不同；两孤子解能量量子小于不考虑非线性项时

的自旋波能量量子，两孤子解是稳定解；ｍ的大小不仅影响两孤子的相对峰值大小，还影响两孤子的相对相位。
两孤子解的峰值大小随ｍ、ｋ的变化而变，但变化并不一致。两孤子的峰宽既没有随ｋ单调增减，也没有随ｍ单
调增减。
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　　磁性物质在现代科学技术中占有重要地位，对
于它的理论研究一直是凝聚态物理学［１－３］、材料物

理学等的热点［４－７］。由于磁性物质的许多物理现象

都与其磁性链中的非线性元激发 （孤子）有关，

准一维磁体的孤子激发问题逐渐得到重视，并在理

论研究上取得了一系列进展［８－１５］，人们求出了一

维磁性链中存在单离子各向异性、交换作用各向异

性等非线性项时的孤子解。由于很多磁性物质具有

更键的特点，文献 ［１０］已经对一维更键铁磁链
的孤子激发进行了研究。一维更键反铁磁物质同样

重要，而且得到广泛研究［１６－１９］，尤其是二聚化而

导致更键的反铁磁链［１４，１８－１９］，成为近年研究的热

点，但一维更键反铁磁的孤子激发问题还没得到很

好的解决。

对于一维反铁磁链，很多模型中都考虑了

ＤｚｙａｌｏｓｈｉｎｓｋｉｉＭｏｒｉｙａ（ＤＭ）相互作用［１１，１３，１５］，ＤＭ
相互作用存在于很多反铁磁体中，根源于粒子自旋

和轨道耦合的反对称性，是由 Ｄｚｙａｌｏｓｈｉｎｓｋｉｉ［２０］和
Ｍｏｒｉｙａ［２１］分别提出，是一种各向异性超交换相互作
用。因为可用超交换作用模型解释反铁磁自发磁化

的起因［２２］，所以在反铁磁模型中考虑超交换作用

是很有必要的。Ｍｏｒｉｙａ在１９６０年给出了 ＤＭ相互
作用的表达式，常见的所研究的反铁磁链模型

中［１１，１３，１５］，ＤＭ相互作用都是交错的，其所对应的
哈密顿量为

∑
ｉ
－( )１ｉＤＺ·（Ｓｉ×Ｓｉ＋１） （１）

上式中 ＤＺ ＝（０，０，Ｄ），代表 ＤＭ相互作用矢量，
已取该矢量方向为 Ｚ方向，Ｄ为其大小；Ｓｉ和 Ｓｉ＋１
分别代表格点ｉ和ｉ＋１上的自旋矢量。

ＤＭ相互作用是依赖于媒介而实现的，其大小
一般情况下远小于最近邻直接交换作用，如文献

［２３－２４］所述的苯甲酸铜和ＣｓＣｕＣｌ３这两种物质，
因此在一维反铁磁链中，考虑 ＤＭ相互作用的同
时，有必要考虑与其大小大致处于同一量级的次近

邻直接交换作用。

本文求出了一维更键反铁磁链的亮孤子解，在

链中考虑了ＤＭ相互作用、外磁场作用、最近邻和

次近邻相互作用。在此基础上，讨论了波数 ｋ、更
键强弱对孤子峰值、宽度、能量等的影响。

１　模型的哈密顿量和运动方程
对于在外磁场作用下、具有ＤＭ相互作用的一

维更键Ｈｅｉｓｅｎｂｅｒｇ反铁磁链，考虑到次近邻相互作
用时，其哈密顿量Ｈ可表示为：

Ｈ＝∑
ｊ
∑
δ
Ｊδ（Ｓ２ｊ·Ｓ２ｊ＋δ）＋∑

ｊ
ＤＺ·（Ｓ２ｊ×Ｓ２ｊ＋１）＋

∑
ｊ
∑
δ
Ｊ′δ（Ｓ２ｊ－１·Ｓ２ｊ－１＋δ）＋（－１）

∑
ｊ
Ｄ′Ｚ·（Ｓ２ｊ－１×Ｓ２ｊ）＋μＢ∑

ｊ
（Ｓｚ２ｊ＋Ｓ

ｚ
２ｊ－１） （２）

其中δ＝１、２，Ｊ１、Ｊ′１和Ｊ２、Ｊ′２分别代表最近邻和
次近邻二格点离子上电子间的交换作用，由于是反

铁磁，交换作用都大于零，且次近邻交换作用远小

于最近邻交换作用；取 ＤＭ相互作用方向为 Ｚ方
向，即ＤＺ ＝（０，０，Ｄ）、Ｄ′Ｚ ＝（０，０，Ｄ′），式中Ｄ、
Ｄ′取为大于零的实数；Ｂ为外磁场磁感应强度大
小；Ｓｉ代表晶格中ｉ格点的自旋；根据Ｓｉ·Ｓｊ＝Ｓ

ｘ
ｉＳ
ｘ
ｊ

＋ＳｙｉＳ
ｙ
ｊ＋Ｓ

ｚ
ｉＳ
ｚ
ｊ，并利用自旋上升及下降算符Ｓ

±
ｉ ＝Ｓ

ｘ
ｉ

±ｉＳｙｉ，由式 （２）可得

Ｈ＝∑
ｊ
∑
δ
Ｊδ Ｓｚ２ｊＳ

ｚ
２ｊ＋δ＋

１
２（Ｓ

＋
２ｊＳ

－
２ｊ＋δ＋Ｓ

－
２ｊＳ

＋
２ｊ＋δ{ }）＋

∑
ｊ

ｉ
２Ｄ（Ｓ

＋
２ｊＳ

－
２ｊ＋１－Ｓ

－
２ｊＳ

＋
２ｊ＋１）＋μＢ∑

ｊ
（Ｓｚ２ｊ＋Ｓ

ｚ
２ｊ－１）＋

∑
ｊ
∑
δ
Ｊ′δ Ｓｚ２ｊ－１Ｓ

ｚ
２ｊ－１＋δ＋

１
２（Ｓ

＋
２ｊ－１Ｓ

－
２ｊ－１＋δ＋Ｓ

－
２ｊ－１Ｓ

＋
２ｊ－１＋δ{ }）＋

∑
ｊ

ｉ
２Ｄ′（Ｓ

＋
２ｊＳ

－
２ｊ－１－Ｓ

－
２ｊＳ

＋
２ｊ－１） （３）

可采用双子格模型，设每个子格中自旋数为 Ｎ，
总的磁离子数为２Ｎ，并设２ｊ、　２ｊ＋１两子格中自
旋分别沿 ＋Ｚ、 －Ｚ方向，利用 ＨｏｌｓｔａｉｎＰｒｉｍａｋｏｆｆ
变换［２５］

Ｓ＋２ｊ＝ ２Ｓ－ａ＋２ｊａ２槡
( )

ｊ
ａ２ｊ，

Ｓ－２ｊ＝ａ
＋
２ｊ ２Ｓ－ａ＋２ｊａ２槡

( )
ｊ
，

Ｓｚ２ｊ＝Ｓ－ａ
＋
２ｊａ２ｊ （４ａ）

Ｓ＋２ｊ－１ ＝ｂ
＋
２ｊ－１ ２Ｓ－ｂ＋２ｊ－１ｂ２ｊ－槡

( )
１
，

Ｓ－２ｊ－１ ＝ ２Ｓ－ｂ＋２ｊ－１ｂ２ｊ－槡
( )

１
ｂ２ｊ－１，

０９
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Ｓｚ２ｊ－１ ＝ｂ
＋
２ｊ－１ｂ２ｊ－１－Ｓ （４ｂ）

式中ａ２ｊ、ａ
＋
２ｊ和ｂ２ｊ－１、ｂ

＋
２ｊ－１分别表示晶格中第２ｊ个、

第２ｊ－１个格点的自旋偏离湮灭算符与产生算符，
它们满足对易关系

［ａｉ，ａｉ′］＝［ａ
＋
ｉ，ａ

＋
ｉ′］＝０，

［ａｉ，ａ
＋
ｉ′］＝δｉｉ′，

［ｂｊ，ｂｊ′］＝［ｂ
＋
ｊ，ｂ

＋
ｊ′］＝０，

［ｂｊ，ｂ
＋
ｊ′］＝δｊｊ′，

［ａｉ，ｂｊ］＝［ａ
＋
ｉ，ｂｊ］＝

［ａｉ，ｂ
＋
ｊ］＝［ａ

＋
ｊ，ｂ

＋
ｊ］＝０ （５）

在低温情形下，对式 （４ａ）、 （４ｂ）做展开，并略
去算符的三阶以上项，代入到式 （３）中，结合式
（５）以及各物理量的大小特点，得到

Ｈ＝－Ｎ（Ｊ１＋Ｊ′１－Ｊ２－Ｊ′２）Ｓ
２＋

Ｊ１Ｓ∑
ｊ
（ａ２ｊｂ２ｊ＋１＋ａ

＋
２ｊｂ
＋
２ｊ＋１＋ａ

＋
２ｊａ２ｊ＋ｂ

＋
２ｊ＋１ｂ２ｊ＋１）＋

Ｊ２Ｓ∑
ｊ
（ａ２ｊａ

＋
２ｊ＋２＋ａ

＋
２ｊａ２ｊ＋２－ａ

＋
２ｊａ２ｊ－ａ

＋
２ｊ＋２ａ２ｊ＋２）＋

ｉＤＳ∑
ｊ
（ａ２ｊｂ２ｊ＋１－ａ

＋
２ｊｂ
＋
２ｊ＋１）＋

Ｊ′１Ｓ∑
ｊ
（ａ２ｊｂ２ｊ－１＋ａ

＋
２ｊｂ
＋
２ｊ－１＋ａ

＋
２ｊａ２ｊ＋ｂ

＋
２ｊ－１ｂ２ｊ－１）＋

ｉＤ′Ｓ∑
ｊ
（ａ２ｊｂ２ｊ－１－ａ

＋
２ｊｂ
＋
２ｊ－１）＋

Ｊ′２Ｓ∑
ｊ
（ｂ＋２ｊ－１ｂ２ｊ＋１＋ｂ２ｊ－１ｂ

＋
２ｊ＋１－ｂ

＋
２ｊ－１ｂ２ｊ－１－ｂ

＋
２ｊ＋１ｂ２ｊ＋１）＋

μＢ∑
ｊ
（ｂ＋２ｊ－１ｂ２ｊ－１－ａ

＋
２ｊａ２ｊ）＋

－１４Ｊ( )１∑
ｊ
（ａ＋２ｊａ２ｊａ２ｊｂ２ｊ＋１＋ａ２ｊｂ

＋
２ｊ＋１ｂ２ｊ＋１ｂ２ｊ＋１＋

ａ＋２ｊａ
＋
２ｊａ２ｊｂ

＋
２ｊ＋１＋ａ

＋
２ｊｂ
＋
２ｊ＋１ｂ

＋
２ｊ＋１ｂ２ｊ＋１）＋

－１４Ｊ′( )１∑
ｊ
（ａ＋２ｊａ２ｊａ２ｊｂ２ｊ－１＋ａ２ｊｂ

＋
２ｊ－１ｂ２ｊ－１ｂ２ｊ－１＋

ａ＋２ｊａ
＋
２ｊａ２ｊｂ

＋
２ｊ－１＋ａ

＋
２ｊｂ
＋
２ｊ－１ｂ

＋
２ｊ－１ｂ２ｊ－１）＋

（－Ｊ１）∑
ｊ
ａ＋２ｊａ２ｊｂ

＋
２ｊ＋１ｂ２ｊ＋１＋

（－Ｊ′１）∑
ｊ
ａ＋２ｊａ２ｊｂ

＋
２ｊ－１ｂ２ｊ－１ （６）

采用 Ｇｌａｕｂｅｒ相干态表象［２６］ α２ｊ〉、 β２ｊ－１〉，算符
ａ２ｊ、ｂ２ｊ－１的本征方程为

ａ２ｊα２ｊ〉＝α２ｊα２ｊ〉，α２ｊ〉ａ
＋
２ｊ＝ α２ｊ〉α


２ｊ；

ｂ２ｊ－１ β２ｊ－１〉＝β２ｊ－１ β２ｊ－１〉，β２ｊ－１〉ｂ
＋
２ｊ－１ ＝ β２ｊ－１〉β


２ｊ－１

（７）
哈密顿量 （６）式所描述的系统的量子态可表示为
｜ψ〉，满足

ψ〉＝∏
ｊ
ψ〉ｊ＝∏

ｊ
α２ｊ〉β２ｊ－１〉 （８）

利用海森伯运动方程，可得到算符 ａ２ｊ、ｂ２ｊ－１的运动
方程，令Ｖｊ＝α２ｊ、φｊ＝β２ｊ－１，得

ｉ
ｄＶｊ
ｄｔ＝（Ｊ１Ｓ－ｉＤＳ）φ


ｊ＋１＋（Ｊ１′Ｓ－ｉＤ′Ｓ）φｊ ＋

（Ｊ１Ｓ＋Ｊ１′Ｓ－μＢ）Ｖｊ＋Ｊ２Ｓ（Ｖｊ＋１＋Ｖｊ－１－２Ｖｊ）＋

－１４Ｊ( )１ （Ｖ２ｊφｊ＋１＋２｜Ｖｊ｜２φｊ＋１＋
｜φｊ＋１｜

２φｊ＋１＋４｜φｊ＋１｜
２Ｖｊ）＋

－１４Ｊ１( )′ Ｖ
２
ｊφｊ＋２Ｖｊ

２φｊ ＋

φｊ
２φｊ ＋４φｊ

２Ｖ( )
ｊ

（９）

ｉ
ｄφｊ
ｄｔ＝（Ｊ１Ｓ－ｉＤＳ）Ｖ


ｊ－１＋（Ｊ１′Ｓ－ｉＤ′Ｓ）Ｖｊ ＋

（Ｊ１Ｓ＋Ｊ１′Ｓ＋μＢ）φｊ＋Ｊ２′Ｓ（φｊ＋１＋φｊ－１－２φｊ）＋

－１４Ｊ( )１ （φ２ｊＶｊ－１＋２｜φｊ｜２Ｖｊ－１＋
｜Ｖｊ－１｜

２Ｖｊ－１＋４｜Ｖｊ－１｜
２φｊ）＋

（－１４Ｊ１′）（φ
２
ｊＶｊ＋２｜φｊ｜

２Ｖｊ ＋

｜Ｖｊ｜
２Ｖｊ ＋４｜Ｖｊ｜

２φｊ） （１０）

２　多重尺度方法求解
利用准分立近似和多重尺度相结合的方

法［２７－２８］，将Ｖｊ（ｔ）和φｊ（ｔ）按下述方式展开：
ｙｊ（ｔ）＝εｙ

（１）（τ，ξｊ，θｊ）＋ε
２ｙ（２）

（τ，ξｊ，θｊ）＋…… ＝∑
＋∞

ｎ＝１
εｎｙ（ｎ）ｊ，ｊ （１１）

ｙｊ±１（ｔ）＝∑
＋∞

ｎ＝１
εｎｙ（ｎ）ｊ±１，ｊ±１ ＝

∑
＋∞

ｎ＝１
εｎ∑

＋∞

ｕ＝０

１
ｕ！ ±ε( )ｂｕ

ｕ

ξｕｊ
ｙ（ｎ）ｊ，ｊ±[ ]１ （１２）

ｙ（ｎ）ｊ，ｊ±１ ＝∑
＋∞

ρ＝０

１
ρ！

( )±ｋｂρ
ρ

θρｊ
ｙ（ｎ）ｊ，[ ]ｊ （１３）

其中

ｙ（ｎ）ｊ，ｊ ＝ｙ
（ｎ）（τ，ξｊ，θｊ），

ｙ（ｎ）ｊ，ｊ±１ ＝ｙ
（ｎ）（τ，ξｊ，θｊ±１） （１４）

τ＝ε２ｔ，ξｊ＝ε（ｊｂ－ｖｇｔ），θｊ＝ｋｊｂ－ωｔ（１５）
上式中，ｙｊ（ｔ）代表Ｖｊ（ｔ）或 φｊ（ｔ）；ε是展开小量；
τ、ξｊ、θｊ都是多重尺度变量，其中 θｊ为快变量，τ、ξｊ
为慢变量；ｂ则为最邻近元胞的间距；ｔ为时间，ｖｇ、
ω为待求量。

把式 （１１）、（１２）、（１３）、（１４）、（１５）代入
式 （９）、（１０），并比较 ε的不同幂次项。为了方
便表达，定义如下：

Ｋ（ｎ）ｊ，ｊ ＝－ｉω

θｊ
－（Ｊ１Ｓ＋Ｊ１′Ｓ－μＢ）－

２Ｊ２Ｓ∑
＋∞

ρ＝１

１
２( )ρ！

（ｋｂ）２ρ
２ρ

θ２ρ[ ]
ｊ

（１６）

１９
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Ｌ（ｎ）ｊ，ｊ ＝－ｉω

θｊ
－（Ｊ１Ｓ＋Ｊ１′Ｓ＋μＢ）－

２Ｊ２′Ｓ∑
＋∞

ρ＝１

１
２( )ρ！

（ｋｂ）２ρ
２ρ

θ２ρ[ ]
ｊ

（１７）

Ｍ（ｎ）ｊ，ｊ ＝Ｋ
（ｎ）
ｊ，ｊＬ

（ｎ）
ｊ，ｊ
 －（Ｊ２１＋Ｊ１′

２＋Ｄ２＋Ｄ′２）Ｓ２－

２（Ｊ１Ｊ１′＋ＤＤ′）Ｓ
２∑

＋∞

ρ＝０

１
２( )ρ！

（ｋｂ）２ρ
２ρ

θ２ρ[ ]
ｊ

－

ｉ２（Ｊ１Ｄ′－Ｊ１′Ｄ）

Ｓ２∑
＋∞

ρ＝０

１
２ρ＋( )１！

（ｋｂ）２ρ＋１ 
２ρ＋１

θ２ρ＋１[ ]
ｊ

（１８）

　　１）比较ε的一次项，得到
Ｋ（１）ｊ，ｊＶ

（１）
ｊ，ｊ ＝（Ｊ１Ｓ－ｉＤＳ）φ

（１）
ｊ，ｊ＋１

 ＋
（Ｊ１′Ｓ－ｉＤ′Ｓ）φ

（１）
ｊ，ｊ
 （１９）

Ｌ（１）ｊ，ｊφ
（１）
ｊ，ｊ ＝（Ｊ１Ｓ－ｉＤＳ）Ｖ

（１）
ｊ，ｊ－１

 ＋
（Ｊ１′Ｓ－ｉＤ′Ｓ）Ｖ

（１）
ｊ，ｊ
 （２０）

由式 （１９）、（２０），得
Ｍ（１）ｊ，ｊＶ

（１）
ｊ，ｊ ＝０ （２１）

由式 （１９）、（２０）、（２１）可得
Ｖ（１）ｊ，ｊ ＝Ｆ１（τ，ξｊ）ｅｘｐ（ｉθｊ） （２２）

φ（１）ｊ，ｊ ＝Ａ１Ｆ１（τ，ξｊ）ｅｘｐ（－ｉθｊ） （２３）
上式中θｊ＝ｋｊｂ－ωｔ，其中的ω、Ａ１为

ω＝ω±＝

（Ｃ１－Ｃ２）± （Ｃ１＋Ｃ２）
２－４Ｃ３槡

２

２ （２４）

Ａ１ ＝
Ｃ３

－ω－Ｃ２
（２５）

Ｃ１ ＝Ｊ１Ｓ＋Ｊ′１Ｓ－２Ｊ２Ｓ（１－ｃｏｓｋｂ）－μＢ

（２６）
Ｃ２ ＝Ｊ１Ｓ＋Ｊ′１Ｓ－２Ｊ′２Ｓ（１－ｃｏｓｋｂ）＋μＢ

（２７）
Ｃ３ ＝（Ｊ１Ｓ－ｉＤＳ）ｅｘｐ（ｉｋｂ）＋

（Ｊ′１Ｓ－ｉＤ′Ｓ） （２８）
由以上计算过程可知，式 （２４）中 ω即系统在不
考虑非线性项时的自旋波频率，分为光学支 ω＋和
声学支ω－。
２）比较ε的二次项，得到

Ｋ（２）ｊ，ｊＶ
（２）
ｊ，ｊ ＝（Ｊ１Ｓ－ｉＤＳ）φ

（２）
ｊ，ｊ＋１

 ＋

（Ｊ１′Ｓ－ｉＤ′Ｓ）φ
（２）
ｊ，ｊ
 ＋ｉｖｇ


ξｊ
Ｖ（１）ｊ，ｊ ＋

ｂ（Ｊ１Ｓ－ｉＤＳ）

ξｊ
φ（１）ｊ，ｊ＋１ ＋

Ｊ２Ｓｂ

ξｊ
（Ｖ（１）ｊ，ｊ＋１－Ｖ

（１）
ｊ，ｊ－１） （２９）

Ｌ（２）ｊ，ｊφ
（２）
ｊ，ｊ ＝（Ｊ１Ｓ－ｉＤＳ）Ｖ

（２）
ｊ，ｊ－１

 ＋

（Ｊ１′Ｓ－ｉＤ′Ｓ）Ｖ
（２）
ｊ，ｊ
 ＋ｉｖｇ


ξｊ
φ（１）ｊ，ｊ －

ｂ（Ｊ１Ｓ－ｉＤＳ）

ξｊ
Ｖ（１）ｊ，ｊ－１ ＋

Ｊ２′Ｓｂ

ξｊ
（φ（１）ｊ，ｊ＋１－φ

（１）
ｊ，ｊ－１） （３０）

由式 （２９）、（３０）以及式 （２２）、（２３）可得
Ｍ（２）ｊ，ｊＶ

（２）
ｊ，ｊ ＝－ｉ２ｂ｛［（Ｊ′１Ｄ－Ｊ１Ｄ′）Ｓ

２ｃｏｓｋｂ－
（Ｊ１Ｊ′１＋ＤＤ′）Ｓ

２ｓｉｎｋｂ］＋（ω＋Ｃ２）
（Ｊ′２Ｓ｜Ａ１｜

２＋Ｊ２Ｓ）ｓｉｎｋｂ｝×
Ｆ１
ξｊ
ｅｘｐ（ｉθｊ）＋ｉｖｇ（ω＋Ｃ２）

（Ａ１
２－１）

Ｆ１
ξｊ
ｅｘｐ（ｉθｊ） （３１）

上式中，右端含有诱发久期项的 ｅｘｐ（ｉθｊ），为了消
除久期项，要求右端方括号内的值为零，得到

ｖｇ ＝
－２ｂ

１－ Ａ１
２

［
Ｊ′１Ｄ－Ｊ１( )Ｄ′Ｓ２ｃｏｓｋｂ－ Ｊ１Ｊ′１( )＋ＤＤ′Ｓ２ｓｉｎｋｂ

ω＋Ｃ２
＋

（Ｊ′２Ｓ｜Ａ１｜
２＋Ｊ２Ｓ）ｓｉｎｋｂ］ （３２）

上式满足ｖｇ ＝
ｄω
ｄｋ。根据式 （２９）、（３０），可得

Ｖ（２）ｊ，ｊ ＝Ｆ２（τ，ξｊ）ｅｘｐ（ｉθｊ） （３３）

φ（２）ｊ，ｊ ＝Ａ１Ｖ
（２）
ｊ，ｊ
 ＋ １

－ω－Ｃ( )
２

［ｉｖｇＡ１－ｂ（Ｊ１Ｓ－ｉＤＳ）ｅｘｐ（ｉｋｂ）－ｉ２Ｊ２′ＳｂＡ１ｓｉｎｋｂ］
Ｆ１
ξｊ
ｅｘｐ（－ｉθｊ） （３４）

　　３）比较ε的三次项，得到
Ｋ（３）ｊ，ｊＶ

（３）
ｊ，ｊ ＝（Ｊ１Ｓ－ｉＤＳ）φ

（３）
ｊ，ｊ＋１

 ＋
（Ｊ１′Ｓ－ｉＤ′Ｓ）φ

（３）
ｊ，ｊ
 ＋

ｉｖｇ

ξｊ
Ｖ（２）ｊ，ｊ ＋ｂ（Ｊ１Ｓ－ｉＤＳ）


ξｊ
φ（２）ｊ，ｊ＋１ ＋

Ｊ２Ｓｂ

ξｊ
（Ｖ（２）ｊ，ｊ＋１－Ｖ

（２）
ｊ，ｊ－１）＋

１
２ｂ

２Ｊ２Ｓ
２

ξ２ｊ
（Ｖ（１）ｊ，ｊ＋１＋Ｖ

（１）
ｊ，ｊ－１）＋

１
２ｂ

２ Ｊ１( )Ｓ－ｉＤＳ
２

ξ２ｊ
φ（１）ｊ，ｊ＋１ －ｉ


τ
Ｖ（１）ｊ，ｊ ＋

－１４Ｊ( )１ （Ｖ（１）ｊ，ｊ２φ（１）ｊ，ｊ＋１＋２｜Ｖ（１）ｊ，ｊ ｜２φ（１）ｊ，ｊ＋１ ＋
｜φ（１）ｊ，ｊ＋１｜

２φ（１）ｊ，ｊ＋１ ＋４｜φ
（１）
ｊ，ｊ＋１｜

２Ｖ（１）ｊ，ｊ）＋

（－１４Ｊ１′）（Ｖ
（１）
ｊ，ｊ
２φ（１）ｊ，ｊ ＋２｜Ｖ

（１）
ｊ，ｊ ｜

２φ（１）ｊ，ｊ ＋

｜φ（１）ｊ，ｊ ｜
２φ（１）ｊ，ｊ ＋４｜φ

（１）
ｊ，ｊ ｜

２Ｖ（１）ｊ，ｊ） （３５）
Ｌ（３）ｊ，ｊφ

（３）
ｊ，ｊ ＝（Ｊ１Ｓ－ｉＤＳ）Ｖ

（３）
ｊ，ｊ－１

 ＋

２９
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（Ｊ１′Ｓ－ｉＤ′Ｓ）Ｖ
（３）
ｊ，ｊ
 ＋ｉｖｇ


ξｊ
φ（２）ｊ，ｊ －

ｂ（Ｊ１Ｓ－ｉＤＳ）

ξｊ
Ｖ（２）ｊ，ｊ－１ ＋

Ｊ２′Ｓｂ

ξｊ
（φ（２）ｊ，ｊ＋１－φ

（２）
ｊ，ｊ－１）＋

１
２ｂ

２Ｊ２′Ｓ
２

ξ２ｊ
（φ（１）ｊ，ｊ＋１＋φ

（１）
ｊ，ｊ－１）＋

１
２ｂ

２（Ｊ１Ｓ－ｉＤＳ）
２

ξ２ｊ
Ｖ（１）ｊ，ｊ－１ －

ｉ
τφ

（１）
ｊ，ｊ ＋（－

１
４Ｊ１）·

（φ（１）ｊ，ｊ
２Ｖ（１）ｊ，ｊ－１＋２｜φ

（１）
ｊ，ｊ ｜

２Ｖ（１）ｊ，ｊ－１ ＋
｜Ｖ（１）ｊ，ｊ－１｜

２Ｖ（１）ｊ，ｊ－１ ＋４｜Ｖ
（１）
ｊ，ｊ－１｜

２φ（１）ｊ，ｊ）＋

（－１４Ｊ１′）（φ
（１）
ｊ，ｊ
２Ｖ（１）ｊ，ｊ ＋２φ（１）ｊ，ｊ

２Ｖ（１）ｊ，ｊ ＋

Ｖ（１）ｊ，ｊ
２Ｖ（１）ｊ，ｊ ＋４Ｖ（１）ｊ，ｊ

２φ（１）ｊ，ｊ） （３６）
由式 （３５）、（３６），结合式 （２２）、（２３）、（３２）、
（３３）、（３４）可得

Ｍ（３）ｊ，ｊＶ
（３）
ｊ，ｊ ＝ｉ２ω＋Ｃ２－Ｃ( )

１

Ｆ１
τ
ｅｘｐ（ｉθｊ）＋

１
２ ２ω＋Ｃ２－Ｃ

( )
１
２ω
ｋ[ ]２ 

２Ｆ１
ξ２ｊ
ｅｘｐ（ｉθｊ）＋

Ｃ１＋Ｃ２
２（ω＋Ｃ２）

［（－Ｊ１）（Ｃ３ｅ
－ｉｋｂ＋Ｃ３ｅ

ｉｋｂ）{ ＋

（－Ｊ１′）（Ｃ３＋Ｃ３）］＋２（ω－Ｃ１）（－Ｊ１－Ｊ１′）}　　·
｜Ｆ１｜

２Ｆ１ｅｘｐ（ｉθｊ） （３７）
上式中，右端含有诱发久期项的 ｅｘｐ（ｉθｊ），为了消
除久期项，得到

ｉ
Ｆ１（τ，ξｊ）
τ

＋Ｐ
２Ｆ１（τ，ξｊ）
ξ２ｊ

＋

Ｑ Ｆ１（τ，ξｊ）
２Ｆ１（τ，ξｊ）＝０ （３８）

其中

Ｐ＝１２
２ω
ｋ２

（３９）

Ｑ＝ １
２ω＋Ｃ２－Ｃ１

Ｃ１＋Ｃ２
２（ω＋Ｃ２）

{ ·

［（－Ｊ１）（Ｃ３ｅ
－ｉｋｂ＋Ｃ３ｅ

ｉｋｂ）＋（－Ｊ１′）（Ｃ３＋Ｃ３）］＋

２（ω－Ｃ１）（－Ｊ１－Ｊ１′）}　　 （４０）

令Ｆ１（τ，ξｊ）＝ｆ（ｘｊ，ｔ）／ε，ξｊ＝εｊｂ－ｖｇ( )ｔ＝εｘｊ，结

合τ＝ε２ｔ，代入式 （３８）可得到

ｉｆ
ｔ
＋Ｐ

２ｆ
ｘ２ｊ
＋Ｑ ｆ２ｆ＝０ （４１）

很显然，上式即是标准的非线性薛定谔方程。

３　孤子解
当式 （３９）、（４０）中 Ｐ＞０、Ｑ＞０时，根据

文献 ［２７］，式 （４１）有着亮孤子解，即

ｆ（ｘｊ，ｔ）＝±
２γ
槡Ｑ

ｓｅｃｈ γ
槡Ｐ ｘｊ－２ｑＰｔ－ｘ

( )[ ]０
·

ｅｘｐ｛ｉ［ｑｘｊ－（ｑ
２Ｐ－γ）ｔ］｝ （４２）

将上式代入 Ｆ１（τ，ξｊ） ＝ ｆ（ｘｊ，ｔ）／ε，再结合式
（１１）、 （１５）、 （２２）、 （２３），可知，在 Ｖｊ（ｔ）、
φｊ（ｔ）取一级近似下，有

Ｖｊ（ｔ）＝± ２γ槡 ／Ｑ·

ｓｅｃｈ γ
槡Ｐ

［ｊｂ－（２ｑＰ＋ｖｇ）ｔ－ｘ０{ }］·
ｅｘｐ｛ｉ［（ｋ＋ｑ）ｊｂ－Ωｔ］｝ （４３）
φｊ（ｔ）＝Ａ１Ｖｊ（ｔ）＝±Ａ１·

２γ
槡Ｑ

ｓｅｃｈ γ
槡Ｐ

［ｊｂ－（２ｑＰ＋ｖｇ）ｔ－ｘ０{ }］·
ｅｘｐ｛－ｉ［（ｋ＋ｑ）ｊｂ－Ωｔ］｝ （４４）

其中Ω＝ｑｖｇ＋ｑ
２Ｐ－γ＋ω，γ＞０，γ、ｋ、ｑ是待定

常数，ｘ０是积分常数，ｂ则为最邻近元胞的间距，
Ａ１、ｖｇ、Ｐ、Ｑ分别由式 （２５）、 （３２）、 （３９）、
（４０）表达。

若将所讨论的反铁磁链闭合成一个环，则

Ｖｊ（ｔ）满足周期边界条件 Ｖｊ（ｔ）＝Ｖｊ＋Ｎ（ｔ），式中 Ｎ
为元胞的个数，代入式 （４３），可得

ｋ＋ｑ＝２ｎπＮｂ，（ｎ＝０，±１，±２，……Ｎ）（４５）

将式 （４３）、（４４）代入式 （８），得

ψｊ＝Ａ１
２γ
Ｑｓｅｃｈ

２ γ
槡Ｐ

［ｊｂ－（２ｑＰ＋ｖｇ）ｔ－ｘ０{ }］
（４６）

将上式归一化，得

γ＝ ３( )ｂ
２
３Ｐ－

１
３ ４
Ｑ· Ａ( )１

－４３
（４７）

由式 （４３）、 （４４）可知，系统两套格子对应由
Ｖｊ（ｔ）、φｊ（ｔ）描述的两个孤子波，包络为钟形，峰

宽都为 Ｐ／槡 γ，包络中心都以速度 ２ｑＰ＋ｖ( )
ｇ 在一

维链中传播，相速为 Ω／（ｋ＋ｑ），但两孤子波的振
幅和相位不同。

４　讨论 （取ｑ＝０）
为讨论式 （２４）中的ω、式 （４３）中的Ｖｊ（ｔ）

和式 （４４）中 φｊ（ｔ），不失一般性，可取式 （４５）
中ｑ＝０。由于 ω、Ｖｊ（ｔ）和 φｊ（ｔ）主要决定于最近
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邻交换作用 Ｊ１、Ｊ′１和波数 ｋ，我们假定更键强度
ｍ＝Ｊ′１／Ｊ１ ＞０，取两组数据 （其相同部分有ｍＪ＝
０９，ｍＤ ＝０８；Ｊ１ ＝１，Ｊ′１ ＝ｍＪ１；Ｊ２ ＝０２；Ｊ′２
＝ｍＪｍＪ２；μＢ＝０１；Ｓ＝－０５；Ｄ＝０２，Ｄ１
＝ｍＤｍＤ；ｂ＝１。ｍ取不同值，ｍ ＝０９、０７
分别对应实线和点线）结合图像加以分析。过程

如下：

ｍ取不同值时ω的图像如图１所示，其中粗线
对应光学支，细线对应声学支，“”符号对应光
学支极大值，“☆”符号对应声学支极小值。从图
中可以看出，Ｊ′１减小会导致 ω＋、ω－的绝对值变
小，即两频率间隔变小；在ｋｂ＝０、±２π附近，光
学支频率ω＋和声学支频率 ω－并不存在，这是由
于此时 Ｃ１＋Ｃ( )

２
２－４Ｃ３

２ ＜０，导致式 （２４）中

ω的值为复数；ω＋、ω－取最小值和最大值时的ｋ值
并不总恒定，而是随着 ｍ ＝Ｊ′１／Ｊ１（表示更键强
度）的变化而变，ω＋的最小值和 ω－的最大值相
等，所对应 ｋ值也随 ｍ而变化，由式 （２４）知，
导致这一现象的原因是，此时ｋ需满足 Ｃ１＋Ｃ( )

２
２

－４Ｃ３
２＝０；从图中还可看到，总有ω＋≥ω－，这

个结论也可从式 （２４）直接得出。

对于声学支ω－，有Ｐ＝
１
２
２ω
ｋ２

＞０，对于光学

支ω＋，则有Ｐ＜０，可见只有声学支可能有亮孤子
解，故图１以后的图都研究的是声学支的情形，由
图２中有Ｑ＞０，可见，声学支有亮孤子解，光学
支则没有。

图１　ｍ取不同值时ω的图像
Ｆｉｇ１　Ｔｈｅｉｍａｇｅｓｏｆωｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍ

由两孤波中Ω＝ｑｖｇ＋ｑ
２Ｐ－γ＋ω，γ＞０，当ｑ＝

０时，有Ω＝－γ＋ω，可知Ω＜ω，即两孤波能量
量子相同，且小于不考虑非线性项时自旋波相应能

量量子，这表明由于非线性相互作用而导致的孤波

图２　ｍ取不同值时Ｑ的图像
Ｆｉｇ２　ＴｈｅｉｍａｇｅｓｏｆＱｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍ

解是稳定解。

由式 （４３）、（４４）知，孤波解 Ｖｊ（ｔ）和 φｊ（ｔ）
满足：φｊ（ｔ）＝Ａ１Ｖｊ（ｔ），根据式（２５）、（２６）、（２７）、
（２８）可得，

Ａ１ ＝
Ｊ１Ｓｃｏｓｋｂ＋ＤＳｓｉｎｋｂ＋Ｊ′１Ｓ＋ｉ（Ｊ１Ｓｓｉｎｋｂ－ＤＳｃｏｓｋｂ－Ｄ′Ｓ）

－ω－４ＪＳ

很明显，Ａ１为复数，Ａ１的大小和相位都随ｍ的变化
而变，也就是说，更键的强弱不仅影响两孤子的相

对峰值大小，还影响相对相位。

图３、图４显示了孤波解 Ｖｊ（ｔ）、φｊ（ｔ）的峰值
随ｋ变化的图像，可看出，Ｖｊ（ｔ）、φｊ（ｔ）的峰值大
小随ｋ变化而变，但变化并不一致，极值数目也不
一样，这是由于φｊ（ｔ）＝Ａ１Ｖｊ（ｔ）中Ａ１随ｋ而变所
导致的；Ｖｊ（ｔ）、φｊ（ｔ）的峰值大小随 ｍ的减小而
变，变化也并不一致，这是由于 Ａ１随 ｍ而变所导
致的。

图３　ｍ取不同值时Ｖｊ孤子峰值的图像

Ｆｉｇ３　ＴｈｅｉｍａｇｅｓｏｆｔｈｅｓｏｌｉｔｏｎｐｅａｋｏｆＶｊｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍ

由图５可知，两孤子的峰宽既没有随ｋ单调增

减，也没有随 ｍ单调增减，这是由峰宽 ｐ／槡 γ的

４９
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图４　ｍ取不同值时ｊ孤子峰值的图像

Ｆｉｇ４　Ｔｈｅｉｍａｇｅｓｏｆｔｈｅｓｏｌｉｔｏｎｐｅａｋｏｆｊｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍ

表达式所决定的，式中含有ｋ、ｍ的复杂表达。
图６显示了ｋ＝３时，Ｖｊ（ｔ）（令ｘ＝ｊｂ）孤子

的包络振幅随 ｘ、ｔ变化的规律，可明显看出，一
维更键反铁磁链中确实有孤子存在。

当２ｑＰ＋ｖｇ＝０时，式 （４３）、（４４）表示的孤
子包络振幅不随时间而变化，代表局域模。

图５　ｍ取不同值时Ｖｊ孤子宽度的图像

Ｆｉｇ５　ＴｈｅｉｍａｇｅｓｏｆｔｈｅｓｏｌｉｔｏｎｗｉｄｔｈｏｆＶｊｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍ

图６　ｋ＝３时Ｖｊ孤子振幅的图像

Ｆｉｇ６　ＴｈｅｉｍａｇｅｏｆｔｈｅｓｏｌｉｔｏｎａｍｐｌｉｔｕｄｅｏｆＶｊｗｉｔｈｋ＝３

５　结　论
本文研究了一维更键海森伯反铁磁链的孤子激

发问题。利用 Ｈｏｌｓｔａｉｎ－Ｐｒｉｍａｋｏｆｆ变换、多重尺度
方法，求出了系统不考虑非线性项时自旋波的频率

ω和考虑非线性项时系统两套格子所对应的两个亮
孤子解。然后讨论了波数ｋ、更键强度ｍ（即最近
邻交换作用比值 Ｊ′１／Ｊ１）对 ω和孤子峰值、宽
度、能量的影响。研究表明：ω可以分为光学支ω＋
和声学支ω－，在ｋｂ＝０、±２π附近 （ｂ为最近邻元
胞间距），ω并不存在；声学支ω－有对应的亮孤子
解，光学支则没有；Ｊ１一定时，ｍ越小，ω两分支间
间隙越小；参数相同时，两个亮孤子解的孤子峰

宽、相速、群速、能量量子相同，包络振幅和相位

不同；两孤子解能量量子小于不考虑非线性项时的

自旋波能量量子，两孤子解是稳定解；ｍ的大小不
仅影响两孤子的相对峰值大小，还影响两孤子的相

对相位。两孤子解的峰值大小随ｍ、ｋ的变化而变，
但变化并不一致。两孤子的峰宽既没有随ｋ单调增
减，也没有随ｍ单调增减。
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